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Introduction et position du probléme

@ On considére I'équation des ondes

92u— Au=0 sur RxQ
(EL) u=0 sur R x 90
(u(0), Bru(0)) = (1%, u') € H = Hp(Q) x L3(Q)
@ On définit I'énergie globale par
1

E(u.0)= /Q (10 (B2 + [V (B]2)0x.

@ On définit I'énergie locale (dans le cas d’un domaine
extérieur) par :

Enu.t) = 5 /Q (BB + [Tt ().

<Q =3\ O, ot O est un ouvert borné régulier)
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Introduction et position du probléme

Objectif : faire décroitre I'énergie uniformément en ajoutant a
'équation un terme dissipatif.

O2u— Au+a(x)ou=0 sur R x Q
u=20 sur R x 09
(u(0), 0;u(0)) = (u°, u") dans H = Hp(Q) x L2(Q)

E(u, T)— / / )| Beult, x) 2 dltdix.
Si a(x) > 0alors E(u,t) .
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Introduction et position du probléme

@ Bardos, Lebeau et Rauch (1990) :

CCG = E(u,t) < Ce *'E(u,0).
@ Bardos, Lebeau et Rauch (1992) :

CCG < estimation d’observabilité.

Notons w = {x € Q tel que a(x) > 0}.
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

\, de I'énergie pour les ondes avec dissipateur
non-linéaire

@ Soit O un domaine compact de RY (d > 3 est impair) avec
Q=R9\ O, O C Bg pour un certain R > 0.

92u— Au+a(x)p(t)g (o) =0, surRy x Q,
u=0, sur Ry x 09,
U(O,X):QQ(X) et 8,u(0,X)=<,01(X).

(1)

@ Le terme non-linéaire satisfait :
e a(x)est>0, C®(Q) avec suppa C Bg.
@ pest > 0, monotone, dérivable sur R, et il existe Cy > 0 telle que

|o" ()] < Cop(t), pour tout t > 0.

e g:R — R est continue, ~ et vérifiant g(0) = 0.
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

On obtient formellement 'identité suivante :
E(u, T)+ / / g (0tu) Ou dx dt = E(u,0),

pour tout T > 0. On définit I'énergie locale par :
_ 1 2 2
E(u.t)= - (|vU(t,x)\ 19U (L, X)| )dx
2 Jans,

ol B, = {x € RY, |x| < r} qui contient I'obstacle O.
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

Pour la littérature :

@ Nakao a prouvé que I'énergie locale \, exp si d est impair
et poly si d est pair sous la CG de Lions.

@ Aloui et Khenissi ont prouvé \, exp de I'énergie locale en
présence d’un dissipateur linéaire localisé en dimension
impaire et Khenissi a prouvé \, poly en dimension paire
d’espace.

Pour cela, ils ont introduit la CCG inspiré de la condition
microlocale de Bardos-Lebeau-Rauch et ils ont utilisé de
maniere cruciale les propriétés de propagation des
mesures de défaut microlocales de Gérard.
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

Définition 1 (C.C.G.E)

Soit R > 0 telque O C Bg, Tg > 0 etw = {x € Q; a(x) > 0}. On dit que
(w, Tg) vérifie la condition du contréle géométrique extérieure sur Bg
(C.C.G.E), si toute géodésique  issue de Bg a l'instant t = 0, vérifie
I'une des deux conditions suivantes :

- v quitte R, x Br avant l'instant Tg,

ou

-y rencontre R, x w entre les instants 0 et Tg.

@ On définit la fonction concave hg qui peut décrire la croissance de
la fonction g au voisinage de I'origine de la fagon suivante :
hp(0) =0 et
ho(9(¥)¥) = o (9(y)*+¥?)  pour Iyl <,

pour g, 19 > 0.
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

@ On introduit quelques fonctions auxiliaires « (t) et 3 (t) qui sont
liées a la fonction p comme suit :

at) = 1 si p est décroissante
Tl p2(t+T) sipestcroissante
et

lo(t+T)

t<T
p(t-T) t>T si p est croissante

si p est décroissante

p(t) =

== ==

@ Finalement on construit les deux fonctions h et g de la maniére
suivante :

h=1+ma(Qr) ho o 7oty
et

q(t,) =B o2, 2)

pourt>0et K> Cr > 00U myQr) = ‘[OT Jo a(x)dxdt.
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

Théoreme 1 (B-Daoulatli)

Soit R >0 et Tg > 0, tels que ({x € Q; a(x) > 0}, Tr) satisfait
(C.C.G.E) sur Bg. Soit q la fonction définie par (2), et on suppose
que les données initiales (Up, uy) € H sont a support compact dans
Bg, alors il existe T > Tr + 9R, tel que

Ep(u,t) < S(t-T), pour toutt > T,
ou S (t) est la solution de I'équation différentielle ordinaire suivante :

% +q(t,S(t) =0,  S(0)=E(u,0).

t
De plus, si pour un certain To > 1, q(s,y)ds — oo, pour
To t—-+o0
tout0 < v« 1, alors
Egp(u,t) — 0.

t—+oo
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

Exemple 1 (Dissipateur super-linéaire pres de I'origine)

On suppose que |g(s) = s|s|®~" , pour0 < |s| <1 etry > 1.
@ Sip estdécroissante 1o (t) = (2TK) ' et B(t) = p((t+1)T) :

n—1

2\ 2
Er(u,) < ¢l (1 n (H%)

o1

KCTJ‘O’p(s)ds) ,t>0.

@ Sip estcroissante : o (t) = (2TKp? (t + T))71 etB(t)y=p(t—-T):

__2
ro—1

& Jo(p(s))™" d8> 1> 0.

n—1

En(u,t) < cllol? [ 1+ (leli) *
rlut) <clleliy |1+ &
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. de I'énergie pour les ondes avec dissipateur non-linéaire

Sip(t):(1+t)7,7'€[—1 1] :

'

__2
Er(u,t) <Ck (In(2+1t) o7, 7=-1our =g,

Er(u, ) < Ck (1 + 1), rel-1,1],

vVt > 0, avec
p=—2r(1+7), pour—1<7<0,
p=—2r(1-71n0), pour0<7<l.

Bchatnia SNCS 4-7 juillet 2016



Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions linéaires
Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Stabilisation faible pour les systémes linéaires

Soit H un espace de Hilbert muni d’une norme ||.||4, et soit

A:D(A) C H— H un opérateur borné, inversible, autoadjoint et positif.
On introduit aussi les espaces de Hilbert H,, : pour tout « > 0,

H, = D(A*), muni de la norme ||z||o = ||A%Z]|4.

Soit B: U — H un opérateur linéaire borné, ou U est un espace de
Hilbert.

On considére le systéme suivant :

W(t) + Aw(t) + BB (t) = 0, w(0) = wo, w(0) = wq, t € [0,00).  (3)

Pour (wp, wq) € Hy /2 x H, le probleme (3) admet une ! solution
w € C([0,00); Hy 2 x H) telle que B*w(-) € L2 ((0,+o0), U).

loc
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Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions linéaires

Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

De plus, w satisfait I'estimation d’énergie, pour tout t > 0

(W W) ks — (WO, DIy ks = / 18*(s)] d.
On considére le probleme conservatif associé :
¢(t) + Ap(t) = 0, (4)

©(0) = o, P(0) = 4. (5)

II'est bien connu que (4)-(5) est bien posé dans Hy x Hy 5.
Maintenant, on considére I'opérateur linéaire non borné
Ag:D(Ag) C Hyp x H— Hyjo x H, Ag = 0 !
. 1/2 1/2 3 _A —-BB*)’

ou
D(Ad) = H1 X H1/2.
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Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions linéaires

Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Soit H : Ry — R, telle que H est continue, inversible et croissante sur
R, et on suppose que la fonction x +— 1;7—[(x) est croissante sur (0, 1).

Théoreme 2 (Ammari-B-EIl Mufti)

On suppose qu'il existe C, T > 0 tels que pour toute donnée initiale
(0,0) # (v0, 1) € Hi x Hyjp 0na

T 10, 2IIF,
/0||B*w(t)|\%dtz C|(soo,so1)|%1m/2%< 22, 6)

o0 o0,

alors il existe une constante Cy > 0 telle que pour toutt > 0 et pour
toute donnée initiale (0,0) # (wo, wy) € Hy x Hyp ona:

U
14+t

IOw0) WD < € (7 ) 100, 0)
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Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions linéaires
Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Exemple

ur — Au+a(x)ur =0, (x,t) € Qx(0,+00)
u=0, suroQ x (0,+00), (7)
u(x,0) = u0(x), u(x,0) = u'(x), surqQ,

ou Q est un ouvert borné, convexe de RN et de classe C? et

ae C(Q) avec a > 0 sur Q et vérifiant suppa # 0. On a :
A= —A:D(A) = Hy C L3(Q) — L3(Q), Hy = D(A) = H}(Q)NHI(Q),

Hy 2 = HI(Q), U = L3(Q) and Bz = B*z = \/az,¥ z € L(Q).
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Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions linéaires

Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Le systéme conservatif associé est :

ot —Ap=0, Qx(0,+00),

=0, 0992 x(0,+400),

#(x,0) = uO(x), p1(x,0) = u'(x), Q.
Lestimation d’observabilité est donnée par :

Proposition 1 (Phung)
vV 5 €]0,1[3 T, cr > 0O telles que I'estimation

(w0, u) .
H(U u' H (Q) exp —CT(| H[HZ(Q)QH(}(Q)]XHS(Q)

H2(Q)NH) (Q)] X H] (e, U 1 @) < 12(2)

/ / ) ée(x, )2 dx dit

est satisfaite V (u°, u') € [H(Q) N HJ(Q)] x H}(Q).
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Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions linéaires

Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Ici on a I'estimation (6) pour H(x) = exp(— XWZJ) Vx> 0.
=

VB €]0,1[, 3 C > 0telle que V (u°, u') € [H?(Q) N HJ(Q)] x HJ()
I'énergie de la solution de (7) satisfait I'estimation

C

I, Xy @z < e 128 (e,

)H[H2(Q)mHg(§z)]ng(Q) ’

pour tout t > 0.

Ce théoréme généralise un résult obtenu par Lebeau (méthode de la
résolvante).
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Stabilisation faible pour les systémes d’évolutions linéaires
Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Stabilisation faible pour les systémes non linéaires

On considére I'équation différentielle du second ordre suivante :

{W(t)+Aw(t)+a(.)p(.,v'v)—Ote (0,00),x €Q )
w'.

w(0) = w?, w(0) = w'
Avec (WP, w') € Hj ;» x H, le probléme (8) admet une unique solution
w € C([0,00); Hy2) N C'([0, 00); H).

de plus w satisfait, vVt > 0, I'identité d’énergie

t
H(W07W1)||12-l1/2><H_H(W(t)vw(t))H%/1/2><H:2/o /Qa(-)p(-»W(S))W(S)dxds
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Stabilisation faible pour les systémes d’évolutions linéaires
Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Hypotheses

Hypothése (H1) p € C(2 x R;R) et % a la deuxiéme variable
telle que p(.,0) =0surQet3geC([-1,1;R)
impaire et vérifiant g’(0) = 0, avec

c1g(Iv)) < lp(, V)| < ceg7(Iv]), |v] <1, surQ,
cilvl <lp(,v)[ < celvl, [v|=>1, surQ,

ouc >0pouri=1,2.

De plus a € C(R2), avec a > 0 sur Q.
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Stabilisation faible pour les systémes d’évolutions linéaires

Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

On définit les fonctions R et L comme suit :

_ [ Vxg(vx), x e [0, 5],
A(x) = { +00 pour x € R\[O,Org]. )
R*(y) ,
L(y) = ) y S|Oy € (0, +0),
,Sly =0,

ou R* est la fonction convexe conjuguée de R, i.e. :
R*(y) = supycr{xy — R(x)}. Finalement, on définit f :

_ 8
-2

ou [ est une constante qui va étre choisie ultérieurement.

R*(f(s)) se[0,818),
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Stabilisation faible pour les systémes d’évolutions linéaires

Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Remarquons que f est définie par
S
p

Maintenant, on considére 'opérateur non borné

f(s):L—1( ) Vselo,pr2).

0 /
Ao D(AD) > e x Hda= (& L),

D(Ag) ={(u,v) € H1/2 x H, Au+ap(v) e H, v € H1/2}.
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Stabilisation faible pour les systémes d’évolutions linéaires

Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systemes d’évolutions non linéaires

Soit ¢ la solution du systéme non dissipé associé :
B(t) + Ag(t) =0,
$(0) = ¢%, $(0) = ¢".

Hypothése (H2) Il existe T, Ct > 0 tels que l'inégalité d’'observabilité
suivante est satisfaite pour le systeme conservatif (10)

(10)

E,(0)
(6%, 8112, L

T .
Crll(6%, &) Byt o M < [ Ivailfer

(11)
VY (¢°,¢") € Hy x Hy .
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Stabilisation faible pour les systémes d’évolutions linéaires
Stabilisation faible Stabilisation faible pour les systémes d’'évolutions non linéaires

Théoreme 3 (Ammari-B-El Mufti)

Soientn > 0 et Ty > 0 2 réels fixés ultérieurement. Pour tout
r € (0,n), on définit la fonction K, de (0, r) dans [0, o) par

ro
Ko(7) = / T

On définit aussi

W, (z) = Z-‘r]Cr(fH(;)), z> M

On suppose (H1) et (H2), alors ¥V (w°, w') € Hy x Hy 2, I'énergie de
la solution de (8) satisfait

E(w,t) < BT(FH)™ (

———— ), pourt suffisament grand.
7 (’TJ)>
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Stabilisation faible pour les systémes d’évolutions linéaires
Stabilisation faible

Stabilisation faible pour les systéemes d’évolutions non linéaires
Exemple

On suppose que p et a satisfont I'nypotheése (H1).

On suppose qu’il 3T > 0 telle que la solution de (10) satisfait I'inégalité d’observabilité
faible (11). Alors,on a :

Soit | g(x) = x° exp (— ;)| Alorson a :

1 VAR
< _ .
E(w,t)<C <x»%exp< x) H(X)) <1+t>’
pour t suffisament grand et vV (w°, w') € H; x Hj .

Cas particuliers : Pour H(x) = exp —%) C.,p>0ona:
XP

Cc
E(w,t) < [EE)

pourp > 1,
et

E(w,t) < T+ 0P’ pour p < 1.
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Estimation de type observabilité

Estimation de type observabilité

On considére maintenant le systéme suivant :

w'(t) + Aw(t) + BB*w/(t) = 0, 12)
w(0) = wp, W'(0) = wy,
V x X avec V = D(Az) et ||x||y = |Azx|x,¥x € V.

{ ¢"(t) + Ag(t) = 0,
#(0) = wo, ¢'(0) = wy.

Soit G une fonction > et 7 sur [0, +00) et soit F(x) = x (G(x))?.
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Estimation de type observabilité

Théoreme 4 (Ammari-B-EIl Mufti)

1. On suppose qu’il existe C > 0 telle que pour toute
(0,0) # (wp,wy) € V x X etpourtoutt>0,0ona:

1
E(w.t) < oo, m) ™ (7).

alors il existe C > 0 telle que :

(Wo, w3 x < 16/ ) 1B /(1) ot

ou »
_ ||(W07W1)HD(A)><V
||(W07 W1)H%/><X
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Estimation de type observabilité

2. On suppose que x — x F ! (}) est croissante et qu’il
existe C > 0 telle que :

(wo, wa) | x<0/ ) 186/ () et

alors il existe C > 0 telle que pour tout t > 0,on a:

B 1
E(w, 1) < Cl|(Wo, w4 By ey P! (ﬂ) |
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Estimation de type observabilité

Exemple 1

Soit [G(X) = xP| sur (0, o], p € R\ [-4,0]. Alors on a ¢ entre

i) 3C > 0 telle que pour toute donnée (wp, wy) € V x X, la
solution ¢ du probléme non-dissipé vérifie :

CAP
(Wo, wt) [ x < 16 /0 1B ¢ (1) at.

ii) 3C > 0 pour toute donnée (wp, wy) € D(A) x V et pour
tout t > 0, la solution w du probléme dissipé vérifie :

C
E(w,t) < ZTpH(Wo’ w1)|[Bayc v-
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Estimation de type observabilité

Remarque 2

K. Phung a donné un exemple de géométrie captif (ou la C.C.G
n’est pas vérifiée) et a démontré une estimation de type
observabilité pour les ondes amorties avec G(x) = x°, § > 0.
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Estimation de type observabilité

Exemple 2

Soit |G(x) = ﬂ?’—) sur (0,rp], p € Ry. Alorson a :

i) S'il existe C > 0 telle que ¢ vérifie :

1
1 .
100, w4) By a0y < 16 [ =50 B (D) et

= 3Cy > 0 telle que w vérifie :

Ew.t) < S 71100, w4) v
(logt

ii) S’ 3Cy > 0 telle que pour t > 0, w Vérifie :

E(w,t) <

=11 (wo, W) |32y v-
log t)»

= 3C > 0 telle que ¢ vérifie :

‘
1) X
[(wo, w1)|[2,.x < 16 /Of(w) 1B°6/ (1) .
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Estimation de type observabilité

Le cas non-linéaire

u=0, sur9Q x (0, +c0),
(U, atu)('vo) = (UO, U1), dans Qv
a(x) > 0 pour tout x € Q, et g: R — R 4, continue avec g(0) = 0,
sg(s) > 0 et
(i) 3r € [1,00), 31,62 > 0,|s| < 1= ci|s|” < |g(s)| < cols['/".
(i) Ik €[0,1],Ip € [1,00),3c3,04 >0, || > 1 =

{ 92u — Au+ a(x)g(owu) = 0, dans Q x (0, +o00),

cslsl“ < 1g(s)| < culslP.

(iiy (n—2)(1 —k)<4dret(n—2)(p—1)<1.
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Estimation de type observabilité

On note
X(up, uy) = E(u,0) + Ey(1,0) + [E1 (u, 0)] P~ 4 [Ey (1, 0)) "7,

ou

Ei(u,0) = [|(Auo — ag(u1), U1)Hi2(n)ng(Q)'

On considere I'équation des ondes amorties associée :

u =0, sur o x (0,+c0),

{ 92u; — Auy+ a(x)oru; = 0, dans Q x (0, +00),
(uy, dey)(.,0) = (Ug, 1) € [H?(Q) x H{(Q)] N HI(K).
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Estimation de type observabilité

On considére I'équation des ondes conservative associée :

{ D2o(t) — Ag(t) =
#(0) = up, 0¢#(0) = uy.

Hypothése

|

(H) On suppose que x — x F ! (}) est 7 et 3C > 0 telle que pour tout
(Uo, ur) € [H?(Q) x HI(Q)] N HI(RQ), ¢ vérifie :

(o, tn)l 0y C/g(m’)/ X)|0ed(x, 1) P dixalt,

_ =1+ X(upun)

avec A, = E(u(0))

Finalement on note : G(x) =: Cx?"*1(F(x))*+1.
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Estimation de type observabilité

Théoréeme 5 (Ammari-B-El Mufti)

On suppose que (H) est vérifiée et qu’il Acy telle que la fonction
G satisfait G~ (x) > -5 G~"(x(co + 1) pour tout x > 0. Alors

c+1
ona:

E(u,t) < CG™! (‘;) ((r —1) + X(uo, 1)), (13)

pour t suffisamment grand et pour tout
(0,0) # (u%,u") € [H3(Q) N HI(Q)] x HJ(Q).
La constante C dépend de la donnée initiale (u°, u').
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Estimation de type observabilité

Exemple 1

Pour g(x) =xP,ona f(x) — X2P+1, et G(X) — x(4p+3)(2r+1)—1
Alors I'énergie de la solution du systéeme non-linéaire satisfait
I'estimation :

E(u,t) € ————((r — 1) + X(uo, uy)),

t @3N —1

pour t suffisamment grand.
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Estimation de type observabilité

Exemple 2

Pour les ondes amorties avec un dissipateur localisé
arbitrairement on a une observabilité faible avec
H(x) = exp(—iz), X > 0.

= Estimation de type observabilité.

=\, log de I'énergie.
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Estimation de type observabilité
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Merci pour votre attention !
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